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1. INTRODUCCION

Si (2,9, P) es un espacio de probabilidad, una variable aleatoria real definida sobre ese
espacio es una funcién X : € — R con la propiedfad de que, para cualquier x € R, el
conjunto [X < x| es un evento, es decir, pertenece a . De aqui que podamos asociar a
la variable aleatoria X la funcién Fy : R +— [0, 1] definida por Fx (z) = P[X < z]. De
esta forma, una variable aleatoria se estudia via su funcién de distribucién; es decir, todo
lo que podamos decir de X lo hacemos mediante Fx; dicho de otra manera, la funcién de
distribucién F'xy representa a la variable aleatoria X.

El objetivo de este escrito es mostrar que, a su vez, la funcién de distribucién Fyx de una
variable aleatoria X representa una medida de probabilidad definida sobre los conjuntos
borelianos de R. En otras palabras, a partir de una funcién de distribucién podemos generar
una medida de probabilidad, la cual, finalmente, es la que representa a la variable aleatoria.

El ver a una funcién de distribucién como una medida es importante ya que esta idea se puede
generalizar de tal manera que, a partir de la funcién de distribucién conjunta F, x, . x, de
una familia finita de variables aleatorias podemos generar una medida de probabilidad sobre
los conjuntos borelianos de R™.

Avanzando més con esta idea, cuando trabajamos con un proceso estocéstico, lo que tenemos
es una familia infinita (numerable o no numerable) de variables aleatorias y, en este caso,
la herramienta matemdtica de que disponemos no nos alcanza para definir una funcién de
distribucién conjunta asociada a esa familia infinita de variables aleatorias; sin embargo, lo
que si tenemos a la mano son medidas definidas sobre espacios de dimensién infinita; de
manera que es posible asociar al proceso estocdstico en consideracion una de esas medidas.
Asi que, el concepto general es el de medida, siendo una funcién de distribucién conjunta
Fx, x,... x, Unicamente un caso particular.

2. VARIABLES ALEATORIAS Y FUNCIONES DE DISTRIBUCION

La teorfa de la probabilidad es una teoria matemdtica axiomdtica, de manera que los ele-
mentos con los que trata son abstractos, independientes de cualquier interpretacion préctica
que se les dé.

Sin embargo, haremos una pequena disgresién de tipo préctico con el objeto de clarificar un
poco esos elementos con los que trata la probabilidad.

Partimos del concepto de experimento aleatorio, al cual le pedimos dos caracteristicas: 1.
Para cada realizacién del experimento, podemos especificar de manera precisa cudl es su
resultado; 2. El experimento admite diferentes posibles resultados; es decir, el resultado de
cada realizacion del experimento puede ser distinto al de otra de ellas.

Asi que, dado un experimento aleatorio, tenemos un conjunto de posibles resultados, el cual
suele denotarse con la letra €2 y es llamado el espacio muestral del experimento.
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El segundo concepto con el que trata la probabilidad es el de evento, el cual se puede definir
(para fines practicos) como una aseveracién que se hace con respecto al resultado del experi-
mento aleatorio antes de que éste se realice, de manera que, cuando se realiza el experimento,
esa aseveracion que hacemos puede ser verdadera o falsa. Para cada evento hay un conjunto
de posibles resultados que hacen que, cuando se realiza el experimento, la aseveracién que
hicimos resulta verdadera. Esto permite asociar a cada evento un subconjunto del espacio
muestral, el que estd formado por todos los posibles resultados que hacen que la aseveracion
sea verdadera.

Habiendo representado los eventos como subconjuntos del espacio muestral, podemos utilizar
las operaciones que se tienen definidas entre los conjuntos para definir operaciones entre
eventos: unién, interseccién, complemento, diferencia, etcétera.

Asi que, para modelar el experimento aleatorio que estemos considerando, tenemos dos ele-
mentos: su espacio muestral, representado por un conjunto €2 y una familia de subconjuntos
de €2, que denotaremos por la letra & y que representan a los eventos relativos al experimento
aleatorio.

El tercer elemento es la parte central del modelo, la medida de probabilidad, la cual repre-
sentaremos con la letra P. Esta funcién de probabilidad P estd definida sobre la familia de
eventos & y toma valores entre 0 y 1.

El modelo matemaético que se utiliza en la teorfa de la probabilidad consta entonces de una
terna (€2, 3, P) y se requiere que esa terna satisfaga determinadas condiciones.

1. La familia de eventos & debe tener a {2 como elemento y debe ser cerrada bajo comple-
mentos y uniones numerables. Cuando se cumple esto, decimos que & forma una o—élgebra
de subconjuntos de 2.

2. La medida de probabilidad P, como dijimos, es una funcién P : & +— [0, 1] y se requiere
que cumpla con dos propiedades:

a) P(Q) =1.

b) Si A, Ay, ... es una coleccién finita o infinita numerable de elementos de  (es decir, de
eventos), ajenos por parejas, entonces P (U,A,) = > P (A,). A esta propiedad se le conoce
como la o—aditividad de P.

A una terna (€2, 3, P) con las propiedades mencionadas se le llama un espacio de probabili-
dad.

Partimos entonces de que tenemos un espacio de probabilidad (2, P), donde € es un

conjunto cualquiera, & es una o-algebra de subconjuntos de €2 y P es una funcién o—aditiva
definida sobre < tal que P (Q2) = 1.

De las propiedades de la medida de probabilidad P, se derivan otras que son importantes
para su manejo:



1. Si A €S, entonces P (A°) =1— P (A).
2.51A,Be3y AC B, entonces P(A) < P(B)y P(B—A)=P(B)—P(A).
3.51 A, B €S, entonces P(AUB) = P(A)+ P (B)— P(ANB).

4. Si (A;),cy €s una sucesion no decreciente de elementos de S, entonces P (US2,A,) =
lim,,. oo P(Ay).

5. Si (A;),cy € una sucesiéon no creciente de elementos de S, entonces P (N2, A,) =
lim,,.0o P(Ay).

Una variable aleatoria real es una funcién X : €2 +— R con la propiedad de que, para cualquier
x € R, el conjunto {w € Q2 : X (w) <z} (el cual, en forma abreviada se denota por [X < z])
pertenece a la familia de eventos .

La propiedad que caracteriza a una variable aleatoria X permite definir lo que llamamos
su funcién de distribucién y que denotamos por Fl, la cual es una funcién Fx : R — [0, 1]
definida por:

Fx (z)=P[X < 1]
Toda funcién de distribuciéon F'x tiene las siguientes propiedades:
1. Es no decreciente.
2. Es continua por la derecha.
3. lim,..oo Fix () = 1.
4. lim,.. o Fx () = 0.

Aunque quienes lean este escrito ya conocen las demostraciones de estas propiedades, vamos
a reproducirlas aqui ya que se trata de analizar lo que representa la funcién de distribucién
de una variable aleatoria.

1. Si @ < y, entonces [X < z] C [X <y, asi que P[X < z| < P[X <yl; es decir, Fx (z) <
Fx (y).

2. Si (2n), ey €s una sucesion decreciente de nimeros reales que converge a x, entonces la
sucesion de eventos ([X < x,]), oy €s no creciente y N7, [X < ] = [X < ], asf que:

im0 Fix (25) = limp0o P[X <] = P (N2, [X <x,]) = P[X <z|=Fx (2)

3. Si (#,),cy €S una sucesién creciente de niimeros reales que diverge a oo, entonces la
sucesién de eventos ([X < x,]), oy €s no decreciente y Us2 | [X < z,] = (, asf que:

limy, o0 Fx (2n) =m0 P[X <2, =P (U2, [ X <2,))=P(Q) =1
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4. Si (vy),,cy €8 una sucesién decreciente de mimeros reales que diverge a —oo, entonces la
sucesién de eventos ([X < x,]), .y s no creciente y N5, [X < z,] = (), asf que:

im0 Fix (2n) = iy oo P[X <2, = P(M2, [ X <z,) =P ) =1—-P(2) =0

Ahora viene la parte més interesante.

La idea es que cualquier probabilidad del tipo P[X € B], donde B es un subconjunto de
R, se pueda obtener de la funcién de distribucién de X. Sin embargo, en general esto no es
posible, tinicamente se pueden calcular ese tipo de probabilidades para una clase particular
de conjuntos. De manera méds especifica, se pueden calcular las probabilidades de la forma
P[X € BJ, cuando B es un elemento de la o —&lgebra generada por los intervalos; es decir,
la més pequena o—élgebra que contenga a todos los intervalos. Esa 0 —algebra es llamada la
o—algebra de los conjuntos borelianos (en honor a Emile Borel) de R.

Ahora bien, aunque la o—algebra de los conjuntos borelianos es bastante grande, no lo
es tanto ya que se demuestra que su cardinalidad es la misma que la de R. Sin embargo,
se puede agrandar la familia de subconjuntos B de R para los cuales se puede calcular
P[X € BJ] a partir de la funcién de distribucién Fx de X; para esto basta con agregar a
la o—algebra de los conjuntos borelianos todos los subconjuntos de los conjuntos B C R
tales que P[X € B] = 0. Con la o—élgebra de los conjuntos borelianos y esa familia de
conjuntos que se agregan se genera una nueva o—algebra que podrfamos denotar por Lx. Se
demuestra que esa o—aédlgebra tiene la misma cardinalidad que la del conjunto potencia de
R. Cabe aclarar que todo esto es solamente una extensién de lo que hizo Lebesgue al definir
lo que se llama la medida de Lebesgue.

Hasta ahf se puede llegar; las probabilidades de la forma P [X € B], donde B es un elemento
de Lx son las unicas que es posible calcular y todas ellas se obtienen de la funcién de
distribucién Fy de X. En otras palabras, toda la informacién (dentro del modelo matematico
que estamos considerando) de una variable aleatoria X estd condensada en su funcién de
distribucién; de ahi su importancia. De hecho, no interesa tanto conocer una variable X
como una funcién X : Q — R; lo que nos interesa es conocer su funcién de distribucién.

. Cémo calcularfamos, a partir de la funcién de distribucién de X, las probabilidades P [X < b],
Pla<X<b,Pla<X<b,Pla< X <b, P[X>b, PIX>byP[X=10]"

Lo harfamos de la siguiente manera:

1. Para calcular P [X < b] sonsideramos una sucesién creciente de nimeros reales (z;,)
que converja a b. Tenemos entonces:

neN

o1 [X S @] = [X <)
Asi que:

P[X <b]=P(UX,[X <)) =limy0o P[X < z,) = limye00 Fx (z,) = Fix (b—)
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donde Fy (b—) denota el limite de F, (z) cuando z tiende a b por la izquierda.
2. Pla<X <b=P[X <b—P[X <a] =Fx (b—) — Fx (a—)

3.Pla< X <b=P[X<b-P[X<a]=Fx(b) — Fx (a—)

4. Pla<X <b=P[X <l —P[X <a]=Fy(b—) — Fx (a)
5.PIX>b=1-P[X <b=1—Fy (b-)

6. P[X>b=1-P[X <b=1—Fx(b)
7.P[X=b=P[X < —P[X <b = Fy(b) — Fx (b—)

Obsérvese que la tltima igualdad nos dice que P [X = b] es igual a la magnitud del salto de
la funcién Fx en el punto b. Esto implica, en particular, que Fx es continua en b si y sélo
si P[X =b] = 0. En otras palabras, el conjunto de discontinuidades de Fx coincide con el
conjunto de puntos x € R tales que P[X = z] = 0.

Con lo anterior ya tenemos definida la probabilidad P (I), donde I es un intervalo en R de
cualquier tipo. En efecto, si I es un intervalo, definimos uy (I) = P [X € I], probabilidad
que ya sabemos calcular a partir de Flx.

3. (GENERACION DE MEDIDAS A PARTIR DE FUNCIONES DE DISTRIBUCION

..Cémo se obtienen, a partir de la funcién de distribucién F'x de una variable aleatoria X,
todas las probabilidades de la forma P [X € B, donde B € Lx7

La respuesta es que se obtienen generando una medida de probabilidad definida sobre Lx a
partir de Fx. Y esto se logra siguiendo el mismo camino que siguié Lebesgue para extender
el concepto de longitud a todos los conjuntos Lebesgue-medibles.

Vamos a hacerlo.
Sia,beRya<b, definimos:
px ((a,0]) = Fx(b) — Fx (a)
i Por qué un intervalo de la forma (a, b]? Porque, en general, Fx es inicamente continua por
la derecha; puede ser discontinua por la izquierda. Y la idea es que, para cualquier niimero

real x, py ((—o0, x]) coincida con el valor de F'y (), el cual esta dado por P [X < x]; asi que
tendriamos:

Fx(b)— Fx (a) = P[X <b)— P[X <a]=Pla< X <b = P[X € (a,b]]
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Una vez definida puy para los intervalos, de lo que se trata ahora es de extenderla a los
conjuntos borelianos. Pero antes, obsérvese que la familia formada por todos los interva-
los de nimeros reales es cerrada bajo intersecciones finitas; sin embargo, por ejemplo, el
complemento de un intervalo [a, b] no es un intervalo, sino la unién de dos intervalos.

Lo que se ha visto cuando se trata de construir una medida es que resulta mds simple hacerlo
si se tiene definida esa medida para una familia de conjuntos que formen un dlgebra; es decir,
que sea cerrada bajo complementos y uniones finitas y que €2 pertenezca a la familia. Asi que
vamos a hacer eso: como siguiente paso para definir la medida py sobre todos los conjuntos
borelianos, vamos a definirla primero para el dlgebra generada por los intervalos; ésta estd
formada por todos los subconjuntos de nimeros reales que son uniones finitas de intervalos
ajenos.

Trabajar con todo tipo de intervalos puede ser laborioso, pero la tarea puede simplificarse ya
que si consideramos dinicamente intervalos de la forma (a, b], (a, 00) o (—o0, b], éstos generan
la misma o—4dlgebra que todos los intervalos. Denotemos por H a la familia formada por
todos los intervalos de ese tipo.

Definamos entonces A como la familia formada por los conjuntos de la forma U?:l I; donde
n €Ny I,..., I, son intervalos en H, ajenos por parejas.

Para cada A = Jj_, I; € A, definamos jux(A) = 37, px (1)

Aqui viene una parte técnica, la cual es sencilla, pero requiere de varios pasos. Tenemos que
mostrar que iy estd bien definida sobre A. El problema que se puede presentar es que un
elemento de A tenga varias representaciones como unién finita de intervalos ajenos; asi que
hay que mostrar que con cualquiera de ellas se llega al mismo resultado.

Con el objeto de no tener que tratar el problema por casos, demos las siguientes definiciones:
F X(OO) =1
Fx<—OO> =0

Sia,be RU{—00,00} y a <b, definamos (a, b| de la siguiente manera:

_f (a,b] sibeR
(a,b\—{ (a,b) sib=o0

‘H es entonces la familia formada por todos los intervalos de este tipo. Para fines précticos,
agreguemos a H el conjunto vacio y definamos iy (0) = 0.

Obsérvese que si I = (a,b] € H, entonces py (I) = Fx(b) — Fx(a). Ademds, uy (R) =
pix [(=o00,00)] = 1.

Lema 1. Sea I = (a,b] € H y (a®,b®], (a®,b@], ..., (a"™),b"™)], una coleccion finita de
intervalos en 'H, ajenos por parejas, tal que I = U;n:l (a(j), b(j)‘, entonces:



px (1) = 20 iy ((a9,09)])

Demostracion

Como los intervalos (a', (1)| (a®® ,b(2)| ..., (@™, b son ajenos por parejas y su unién
es (a,b|, podemos ordenarlos para obtener una coleccién de intervalos ajenos por parejas,
(2, y O], (2@, 4@, ..., (2, y™], de tal forma que:

a = x(l) < y(l) — x(Z) < y(2) — :[;(2) < c e e — :U(m) < y(m) = b

Asi que:

S e (69 09]) = S0 s (09, 20]) = S [P (49) — P (s9)]
= Fx (b) — Fx (a) = px (1)

[
Lema 2. Sea I = (a,b| € T y IV = (a(l 1)} LI = (a(m),b(m)| una coleccion finita
de intervalos en 'H tales que I C U;nzl I0), entonces:

px (1) < Z;n=1 Hx ([(j))'

Demostracion

Los puntos a,b,a™,bM) ... a™ b constituyen una particién de un intervalo (c,d| que
contiene al mtervalo (a,bl.

Esta particién parte cada intervalo 1), con j € {1,2,...,m}, en subintervalos ajenos por

parejas, ]y)

( ) Zk 1:U’X(J)>'

La particiéon definida antes también parte el intervalo I en subintervalos ajenos por parejas,
Iy, ..., I,. Asi que:

px (1) = 2y ix (I).

Por otra parte, como I C U;nzl 1Y cada intervalo I, con k € {1,2,...,n}, coincide con un

e 717%)' Asi que:

intervalo I,g) para alguna j € {1,2,...,m} y alguna k¥’ € {1,2,...,n;}, por lo tanto:
px (1) = S0y iy () < ST SO0 i (],ff)) = (19),
| ]

Lema 3. Sean I, ..., I, y I, ... 1™ dos colecciones finitas de intervalos en H tales que
Ii,..., I son ajenos por parejas, IV, ... 1™ son ajenos por parejas y Ule I; = U;”Zl 19,
entonces.
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k m A
SE g (1) = X0 e (19)).
Demostraciéon

Para cada i € {1,...,k} y j € {1,...,m}, definamos IZ-(j) = I; N IY). Entonces, como
U, I = UL, 19, se tiene I; = U7, 19y 16 = 19 ast que:

=1"1

px (L) = Z;n:1 Hx (Ii(j)>7
Hx (I(j)) = Zf:l Hx (Iz’(j))

Por lo tanto:

S (1) = S S e (1)
=S S (19) = S (199).

Por los lemas anteriores, 1y estd bien definida.

Ademids, A es un dlgebra de subconjuntos de R y la funcién puy : A — R es no negativa
y finitamente aditiva; es decir, si Ay, As, ..., A, es una coleccion finita de elementos de A,
ajenos por parejas, entonces y (Up_ 1 Ax) = > 7 oy (Ak)-

3.1. El resultado central.

En la demostracion del siguiente teorema vamos a utilizar el teorema de Heine-Borel, el cual
asegura que si un intervalo cerrado [a, b] es cubierto por una unién cualquiera de intervalos
abiertos, entonces existe una familia finita de esos intervalos abiertos cuya unién también
cubre al intervalo [a, b].

Teorema 1. Sea (a,b| € H y (a1,b1], (ag,b2|,... una coleccion infinita de intervalos en H
tales que (a,b| C Upe (ar, bi|. Entonces:

Fx(b) = Fx(a) < 3257 [Fx (be) — Fx(ar)]-

Demostracién

Tomemos € > 0 y § > 0, arbitrarios.

Como Fx es continua por la derecha, para cada cada k € N, existe d; > 0 tal que:
Fx (di) — Fx (bx) < 5,

donde:



{bk—i—ék sib, € R
d, =

bk Sibk:OO
Definamos:
{a—|—5 sia € R
Cs = 1 s
s sia=—00
g — b sibeR
0 % sib=o00

Entonces:

lims_o [Fx (ds) — Fx (cs)] = Fx (b) — Fx (a).

Ademis:

(cs,ds| C [cs,ds] C (a,b] C Upey (ar, b] C Uz (ag, di).

Asi que, por el teorema de Heine-Borel, existe una coleccion finita, (ax,, dy, ), - - -, (ag,,, dx,, ),
tal que:

[cs,ds] C U;nzl (akw d’fj)

Por lo tanto:

(es,ds| C [es, ds) € ULy (any diy) € UL (any, i |-

Asf que:

Fx (ds) = Fx (cs) < 30020 [Fx (diy) = Fx (ar,)] < 3552, [Fx (d) = Fix (o)

<D Fx () = Fix (@) + 3202 55 = D0y [Fx (be) — Fx (ax)] + e

Y, como € > 0 es arbitraria:

Fx (ds) — Fx (c5) < 3202, [Fx (bk) — Fix (ar)).

Finalmente, tomando limites cuando § — 0, se obtiene:

Fx (b) = Fx (a) <372, [Fx (by) — Fx (ag)]-

Teorema 2. Sea Ay, As, ... una coleccion infinita numerable de elementos de A, ajenos por
parejas, no vacios y tales que A = U;’il A; € A. Entonces:

px (A) = 2;21 x (As)
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Demostracion

Como para cada i € N, A; € A, A; es una unién finita de intervalos en Z ajenos por parejas.
Ademis, como A € A, A también es una unién finita de intervalos en H ajenos por parejas.

Sean A = J;*, I0) y, para cada i € N, A; = |}, I(; 1. Entonces:

U;n:l V) =A= Ui 4 = UZ U La

Tenemos dos colecciones de intervalos, por un lado la familia {I et eENke{l,. .., mz}}

y por el otro la familia {[ W.jedl,... ,m}}. Tanto los intervalos de la primera familia
como los de la segunda son ajenos por parejas y A es igual tanto a la unién de los intervalos
de la primera familia como de la segunda. Por otra parte, una pareja de intervalos, uno de
la primera familia y otro de la segunda, podrian no ser ajenos.

La idea ahora es partir cada intervalo IU) en intervalos ajenos por parejas, utilizando los
intervalos I(; ;). Para esto, definamos, para cada j € {1,...,m},i e Ny ke {1,...,m;}:

I = Iy N IY
Entonces, los intervalos de la familia {I((jgg) cje{l,....m},ieNke{l,... ,mi}} son
ajenos por parejas y:
Law = UL, I((ngc) para cualesquiera i € Ny k € {1,...,m;}.
= U2, U I( )) para cualquier j € {1,...,m}.
Ademis, por el teorema 1, se tiene:
iy (1) <32 S0 px ( 2)> para cualquier j € {1,...,m}.

Asi que:

NX(A):ZT:M‘X( )<23 1D i1 D gy Hix (132))

= o1 D e ]1NX< ) Dot Dohe 1MX( ))
:Zﬁlﬂx(/li)

Ademds, como py es finitamente aditiva y A D (J._, A; para cualquier n € N, se tiene
px(A) > 37" ux (4;) para cualquier n € N, asi que:

px (A) > Zil fix (Ai).

Por lo tanto:



11

px (A) = 2220 iy (Ai)

A la propiedad enunciada en el resultado anterior se le conoce como la o—aditividad de p .

Teorema 3. Sea Ay, A, ... una coleccion infinita numerable de elementos de A tales que
A =2, Ai € A. Entonces:

px (A) < Zj; fx (As)

Demostraciéon

Para cada n € N, definamos B, = A,, — U’?_ll A;, entonces Uj A= Uj B;, asi que:

J]=

MX(Uj Aj) = MX(Uj By) =302 kx(By) < 3202 kx (4)).

A la propiedad enunciada en el resultado anterior se le conoce como la o—subaditividad de
Hx-

3.2. Extension de la medida.

Vamos a ver cémo, siguiendo el método de Lebesgue, se puede extender py a la o-dlgebra,
o(A), generada por A. Primero definiremos la medida exterior de cualquier subconjunto de
R; después definiremos la medibilidad de un conjunto. Una vez hecho esto, mostraremos que
la familia de conjuntos medibles forma una o-dlgebra, la cual contiene a los elementos de A
y a los conjuntos de medida exterior cero. La medida de un conjunto medible la definiremos
como su medida exterior y mostraremos que la medida asi definida, restringida a A, coincide
con fix-.

Definicién 1. Diremos que una coleccion finita o infinita numerable Ay, As, ... de elementos
de A es una cubierta del conjunto A si A C |, Ay.

Definicién 2. Se define la medida exterior, p (A), de un conjunto A, mediante la relacion
i (A) = inf {ZJ px(Aj) : A1, Ag, ... es cubierta de A}.

Proposicién 1. Si A y B son dos conjuntos tales que A C B entonces p,(A) < u.(B).

Gracias a la o-subaditividad de py se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2. Si A € A entonces p (A) = ux(A).
Demostracién

Sea A € Ay A;, As, ... una cubierta de A, entonces A, N A € A para cualquier n € N y
A=, (A, NA); asi que, como Ly es o-subaditiva:



12
px(A) <32, nx(An MA) <57, 1y (An)
Por lo tanto, como esto ocurre para cualquier cubierta de A, py(A) < p (A).

Por otra parte, como A es una cubierta de él mismo, se tiene p, (A) < py(A).

Proposicién 3. Si (A,),cy €s una sucesion de conjuntos, entonces:
tre (Unzy An) < 320000 He(An)-

Demostracion

Si u.(A,) = oo para alguna n el resultado es trivial.

Supongamos entonces que p,(A,) < oo para toda n. Dada e > 0, para cada conjunto A, sea
Ap1, Apg, ... una cubierta de A, tal que Y iy (Anm) < pe(An)+ 57 La familia de conjuntos
A, forman una cubierta de J,, A, asi que:

He (Un An) < Zn Zm MX(Anm) < Zn [:ue(An) + 2%] < Zn Me(An) + &

es decir, . (U, An) <>, 1t(A,) + € para cualquier € > 0. Por lo tanto:

te (U, An) < 32, tie(An).-

Definicién 3. Diremos que un conjunto E es medible si ., (A) = u (AN E) + p (AN E°)
para cualquier conjunto A. Ademds, en este caso, se define la medida de E, p(E), como la
medida exterior de E.

Obsérvese que, por la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene:
te(A) < p(ANE) + p (AN E*)

para cualquier par de conjuntos E' y A, de manera que para demostrar la medibilidad de un
conjunto E unicamente es necesario probar la otra desigualdad.

Ademis, si A es cualquier subconjunto de R, se tiene:

1 (ANR) + 1 (ANRS) = 1 (A) + () = e (A) + px (0) = p1(A)

Asi que R es medible y u(R) = . (R) = px(R) =1

Proposicion 4. La familia de conjuntos medibles forma un dlgebra de subconjuntos de R.
Demostracién

Que R es medible, asi como que el complemento de un conjunto medible es medible, son
resultados obvios.
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Sean F; y E5 dos conjuntos medibles y A cualquier conjunto. Se tiene entonces:
fe (AN (ELU Ey)) + pre (AN (EL U E)°)
=u, ((ANE)U(ANESNEY)) + p, (AN ESN EY)
< (AN EY) + p (AN EY N E) + e (AN ET N ES)
= pe(AN Ey) + (AN EY) = p(A).

Asi que, Fy U Ey es medible.
]

Proposicién 5. La funcion que asigna a cada conjunto medible E su medida, (E), es una
funcion finitamente aditiva.

Demostracién
Sean F, y F5 dos conjuntos medibles ajenos, entonces, como E; U Fy es medible, se tiene:
p(ErU Ep)) = pn((ErU Ep)) N Ev) + p((Ey U E») N EY)

= 1 (E) + p(Ey).

Proposicion 6. La familia de conjuntos medibles forma una o-dlgebra de subconjuntos de

R.
Demostraciéon
Sea Fi, Fs, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas y

A cualquier subconjunto de R.
Demostremos que i, (A N (Uj-, EJ)> = > i1 (AN Ej) para cualquier n € N.

Para n =1 la igualdad es obvia.

Supongamos ahora que la igualdad es valida para n = k, entonces, como Fj,; es medible,
se tiene:

pe (ANUE ED) = e (AN (U B 0 B ) + e (A0 (U E) 0 By
= 1 (AN Bit) + s (AN UL B)) = 1 (A0 B + Sy (AN B)

— Y, (AN E)).

Por lo tanto, la igualdad es valida para n = k + 1, asf que, por el principio de induccién, lo
es para cualquier n € N.
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Ahora bien, como la familia de conjuntos medibles forma un dlgebra de subconjuntos de R,
para cada n € N el conjunto U;‘Zl E; es medible, asf que:

pe(A) = (AN U B)) + e (AU B5))
= S (AN Ey) + e (AN (Upy By))

> S (AN B+ (A0 (U, By)).

Tomando limite cuando n ~~» oo y utilizando la o-subaditividad de la medida exterior,se
obtiene entonces:

1l A) 2 2 (AN Ey) + e (AN (U Ey)°)

> (A N Uz, EJ)) + 4, (A N (U5, EJ‘)C).

Por lo tanto, |J;Z, E; es medible. .

Proposicién 7. La funcion que asigna a cada conjunto medible E su medida, 1(E), es una
funcion o—aditiva.

Demostraciéon

Sea F, Fs, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas.
Por la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene u(U;2, £;) < > 272, u(E;). Por otra
parte, por la aditividad finita de la funcién que asigna a cada conjunto medible su medida,
se tiene, para cualquier n € N:

M(U;; Ej) > M(U?:l Ej) = Z?:l 1(Ej).

Asi que tomando limite cuando n ~» 0o, se Aiene:

(U2 By) > 5202, n(Ey).

Si denotamos por M a la familia de los conjuntos medibles, sabemos que M forma una
o-algebra de subconjuntos de R. Ademds, la funcién p : M +— R es no negativa, c—aditiva y
i (R) = 1. Asi que i es una medida de probabilidad definida sobre M. Lo que resta probar
es que 4 es una extensién de py. Vamos a demostrar que efectivamente esto es asi.

Proposicién 8. Todo conjunto de medida exterior cero es medible.
Demostracién

Sea F un conjunto de medida exterior cero y A cualquier conjunto, entonces A N F tiene
medida exterior cero, asi que:



1(A) 2 1 (AN EY) = u, (AN E) + p (AN B).

u
Proposicién 9. Todo elemento de A es medible.
Demostracion
Sea FF € A, A cualquier conjunto y A;, As, ... una cubierta de A, entonces, para cada A,,

los conjuntos A, N E'y A, N E° pertenecen a A y se tiene:

1 (AN E) < . (U, A2) N ) = p, (U, (4, 0 B))

<D be(AnNE) =37, nx (A, NE),

1AM E) < 1, (U, Ad) 0VES) = 1, (U, (A, 0 E9))

< Don te(An N ES) = 370 iy (An M EF).

Asi que:

e(ANE) + p(ANE) <3, ux(An NE) + 32, pix (An N ES) = 3, px (An).
Finalmente, como lo anterior es valido para cualquier cubierta de A, se puede concluir que:
pe(ANE) + p(AN E) < pie(A).

Proposicién 10. Todo elemento de o(A) es medible.
Demostracién

El resultado es inmediato pues la familia de conjuntos medibles forma una o-algebra que

contiene a los elementos de A.
=

Corolario 1. p es una medida de probabilidad definida sobre una o— dlgebra de subconjuntos
de R, la cual contiene a la o—dlgebra generada por A y los conjuntos de medida exterior
cero. Ademds, 1 restringida a A coincide con jiy

Podemos renombrar a ;¢ como p1y, de manera que, en resumen, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4. Eziste una medida de probabilidad py, definida sobre los conjuntos borelianos
de R, tal que:

px ((a,b]) = Fx (b) — Fx (a),

para cualquier pareja de nimeros reales, a y b, tales que a < b.

Esta medida py es la que representa a la variable aleatoria X en el sentido de que, si A es
un conjunto boreliano de R, entonces:

PIX € Al = px (4)



